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ZUS8AMENFASSUNG 
Man gibt eine elementare dedukt.ion der Formel (') von Sommerfeld in dem 
der Begriff der H Unterwelle" we]che durcb (6), gleich" .. 'ertig mit (8), bes-
t.immt ist eingeführt. wird, wo A die 'Vellenlange von De Bl'oglie ist . N\ll' 
die Existenz von Kreislaufbahnen ist zugelassen, bestirnmt du(·h (In) anstatt (~I) 
\\'0 die Zahl r durch (11) mit dero kua-ntenznhlen n, k und k' asoziert- ist. 
Es conocid,. la explicación de SOlllmel'feld (') de la ~strt\ctUn\ fina 
( 1) Véase : A. SOMMERFELD, Atombau und Spektrallimrien. -1 a edic ión, 1924. 
del espectro del hidrógeno, aplicando al caso de órbit as elípticas In 
teoría de Bohr y teniendo en cuenta además la teoría lestringirla d" 
la relatividad. Se llega así a la siguicnte fórmula. para lo, di;;tintM 
t<'rnlÍnos espectrales: 
'J = 
Z' ( n :3 )-
n4 k- - --l- , ' [ 1 J 
donde R es la constante de Rydberg, Z el número de ('nrga~ del nú-
cleo, igual a 1 para el hidrógeno, 2 para el helio ionizado. etc_, 11 e' 
un número entero que puede tomar los valores 1, 2, :3 . _ et.c ., o sen 
n es el llamado número cuántico principal, y k es el número cuán-
tico azimutal que para cada valor de 11 toma los valores 1.2 _ .. 1/, Y 
por último ~ es una constante, la llamada const-ante de la est-ructma 
fina, cuya expresión es: 
z = - 7,29.10- 3 • [ 2 J 
" ' 
'f ;-.?,~'.:~. '}'-: ' .'¡ 
" , 
.. \ ; 
siendo e la carp elktrica del e1eetrfm, e la 'lelo""" 'de.la _76 la 
oonptante de Planck. La coost.aDte /11 es un JO-'" '. ti; '. . ... 
y presenta' la relaci6n entre la velnridad del ele J~ 8Il la • f . 
órbita" = 1, k = 1) Y la veloeidad de la hu. ~Ui ha'pade,elD6:-. 
mero cuántico , radial k' de la teoria de Sommerfeld, 'rinouJIIIdo.& .. 
mlJ11t'r08 " y k por la expresión: , 
. 111 
la (1] tOIlUl la forma: 
v = R Z' + R rr Z· (.!.. _ ~) , 
"t n' 4 k 14} 
Esta fórmula, o lo que es lo mismo la [1 J ha sido eom.prob¡wJir. _ 
perimentalmente hast.a en los más mínimos det&IIee '7 debe .. __ 
siderada por lo tanto como exacta. 
Aplicando al átomo de hidrógeno la eCuación relativista de fP .. 
dinger, se llega a otra expresión diferente de la [4J Y pII1' Jo táBfio 
falsa . Aunque parezca paradojal es mAs 16gioo que ,8IIl sueeda ya éple 
pn uno y otro caso no se ha tenido en cuenta para nada el mspztie.-
mo del electr6n, o sea el cspin. que se manif le8ta eU la multiplici-
dad espect.ral, efecto Zeeman an6malo etc. y que produce uDa ..... 
raci6n de los términos espectrales del mismo orden de lIIIICIliWd que 
la separaci6n relativista. Por lo tanto la coincidencia entre la f6rmbla 
de Sommerfeld deducida sin tener en cuenta el spin del eJe Ar6D. y 
la experiencia, debe ser considerada como una felis cam¡atio:lad. &-
cién en 1928, con el auxilio de las ecuaciones de Dirae,.lograrIm C. G. 
Darwin y W. Gordon (') la deducci6n emcta de la [l~ pueIi'' ' ___ ' 
ciones de Dirac satisfacen a la teorfa de la relatividad, Y daa __ 
además del magnetismo del electr6n. 
Si llamamos va la frecuencia propia del ~ y ' " la ,1 lilltd 
de fase del mismo, la longitud de onda de de BrG(IIie es: 
u h A=-=-' 
v ni' (5) 
Sipndo v la velocidad del electrón (velocidad de ¡rupo del ,. .... 
(') C. G. DAKWIN, Proc. Ror. 8«., n .. """ 1M, a. .•. 0 -. ...... 
.eh"ft f. Ph~,;k, a, P'I. n , 1928. 
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de ondas en la teoría dc de Broglie) podemos introducir una longitud 
de onda ficticia, ciue Jlamarcm05 sub-onda, y que denominamos ): 
dada por la expresión: 
. , J, = - _ . 
/' [ 6 J 
Como valen las relaciones: 
mc'2 = 11 '1 [ í J 
3iendo '" la masa del electrón correspondiente a la. velocidad v, re-
sulta teniendo en cuenta [ 5 J 
_ 1,2 
. , 
1,-1, - -", 
c-
[ 8 J 
Supondremos que las órbitas del electrón pueden ser ún¡'cornel1te 
(,in'/dores, siendo en primera aproximación la longitud de las distin-
tas órbitas igual a· un n(lInero entero de ondas i., como en la teoría 
de de Brogl1'e, 
27tQ. = ni. . [ 9 J 
"\',lIll1tiremos adelll~s la existenc;a de otras órbitas circulares las 
cua les pueden tener una longitud menor en un cierto número r de 
"ubondas lo', con lo cual en lugar de [9 J escrihimos 
27:a = nl.-'-/". [10J 
El número l' mide el número de 8uhondas en que consideramoo 
acortada una órhita en la cual caben n ondas. Por el momento r es 
un número indeterminado cuya variación sería prec;so fijar con una 
hipótesis auxiliar, y cuya variación depender;í únicamente de núme-
ros enteros. La rclación entre r y los n(¡meros cuánticos de la tcoría 
de Summelfeld estaría dada como veremos ror la expresión: 
1 k' 
r=-n- · 2 k [ 11 J 
De este modo si n = 1, es · k = 1 Y k' = O y por lo tanto la pri-
mera órbita será simple pues el único valor que admite r serio, cero 
y la longitud de la órbita será igual a i .. Para n = 2 puede ser k' = O 
Y k' = 1, con Jo cual l' toma los valores O y 1 es decir que para n = 2 
existen dos órbitab oireularea, una de eH_cuya loo Vri ea Asad' " 
mente igual a 2 onda.s de de Broglie y .otn cuya I~~ aeria • ddII . 
ondas de de Broglie menos una. auoonda. ' . , . 
Veremos ahora que la [10 J completada. con la f Ü J .wnduee & la 
[ 4 J. , 
Introduciendo en [10] 105 valores de ). y ).' dados en [8] Y ti} 
resulta: . 
2lta = n ~ (1- -.!:.~) . 
mv 11. é' [ 12J 
Adem(¡s vale la relación: 
mv2 
- --, 
a 
que corresponde a la igualdad entre la fuerza centrifuga y 1& atr&e>-
rión entre el electrón cuya c&.rg'l es e y el núcleo cuya carga es Ze. 
De [12] Y [13] se obtiene eliminando a: 
2"Ze' = nhv(I-: ~) [H] 
o sea, dividiendo por e y de acuerdo a [2]: 
2 lte' = ~ ~ (1 _.!.. v') = ex.. 
e h Ze ne' [ ~5) 
Despejando v de esta ecuación y limitándonos a consider&r loa . 
términos en a.' resulta: 
v = 
2""i' Z 
h 11. 
1 tI'} 
(1-'!" a.' .~) 
. n n' 
De esta ecuación es fácil deducir la energia total E i@.n.al a 1& eDel'-
gía cinética T mas la energla potencial U. La expresión de la eDtll!iá 
cinética de acuerdo a la teorla de la relatividad es: . . 
T = me' - moc' , {l7J 
donde entre ni y m. vale la conocida relaci6n: 
m=v" 7 " 1--
el 
1110 . {'la} 
La rn~,rgía pot~ncl~l es de acuerdo a [13 J: 
D~ ~quí: 
o H '\ 
{T=- Z 
" Je-
= - l1W~ . 
E + moc' = 
(/ 
¡- -" ., 1!-
111 0r '! l' 1 - - ., r-
r 19 J 
[20 J 
Desarrollando ~. limitándonoH en el desarrollo a los términos en 
I '~ 
- re<ulta' (':: ... . 
l ' 1 v' E = - - /II oV' (1 + - _.-). 2 4 ,.2 
Siendo la expresión del término espectral>: 
E 
'i = - --_. , 
he 
[ 21 J 
[ 22 J 
e introduciendo en [21 J el valor de ! ' dado en [16 J result.u., limit;'.n-
clonos n los términos en , ' : 
z, Z' ' 1 2 ,. 
" = R . + R,' - (- + ---- ). 
n2 71 4 4 n 
Si~mlo: 
[ 24 J 
y ]lor la [11 J se ohtipne inmedia.t.amentel:1 [4], o lo que es lo mis-
mo la [1 J. 
Por lo tanto podemos decir que la energía corrcspondiente a una 
órhita eliptica individualizada en la t.eoría ele Sommerfeld por 10& 
números cuánticos n y k es la misma que la energía de una órhita 
circular cuyo radio a fuera tal que, de acuerdo a [10 J ~' [11 J: 
r 2,1 J 
siendo /.. i«ua1 a Una OIlda de de lhoIIie'Y ).! 'le que" • ¡ __ tÚ '. 1 
do una subonda. ' " . ' . 
• ' . • o ' " • ' ; '~- . _ -
. Es sumamente ciuri080 que ClOIl '188 Júp6teeljl be+ .... Pu"d . ,. " 
cir la f6nnula eueta de la eBtruei"m fina dítl e&pec:t¡ .. dél, ... t8 ~ . 
no, por lo cual creemos que las IIUbondu que hiN,.,. ilJ.tlod1I~ ·p.:.ti 
drf.n ser quid útiles para tr.tar ot.roa prnb!em"'! anil • .,. ' -' 
• 
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